
波多野恭弘（地震研究所）

地震の統計物理学
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簡単な自己紹介

2001年、大学院修了（博士）総合文化研究科

博士論文のテーマは理論物理（非平衡統計力学）

材料科学分野でポスドクと助手をした後、 
2005年に地震研へ

（粉体のダイナミクス、摩擦の理論など）

その後もあまり地震の本道っぽいことは研究していない

そもそも本道とは何か？



地震研究所は弥生キャンパスにあります

大学院生も受け入れております（理学系研究科地球惑星科学専攻）



講義の目的： 
地震を「物理学の観点から見た際の」面白さを伝え

る。地球科学的知識は前提にしない。
—> 地震学プロパーの人が教えるのとはまた違った魅力が感じられるかもしれない？

全般的な参考本

1. 宇津徳治「地震学」（共立出版） 
2. 松浦&大中「地震発生の物理学」（東大出版） 
3．茂木清夫「地震ーその本性を探る」（東大出版） 
4．防災科研WEBテクスト「強震動の基礎」 

5．Aki & Richards, Quantitative Seismology

コメント・クレームなどは hatano@eri.u-tokyo.ac.jp まで

http://www.kyoshin.bosai.go.jp/kyoshin/gk/publication/



1-1 地震とはどんな現象か？

急激な断層運動は地震波を放出する
地震＝断層の急激な食い違い運動

問題「いつ・どのくらいの規模で・どのように」



(1995年兵庫県南部地震で地表に出現した野島断層）

http://www.hinet.bosai.go.jp/about_earthquake/PNG/fig2.3.png
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2011/03/11の東北太平洋沖地震によるすべり分布

食い違い量(m)

データ提供：井出哲氏 
(Ide, Science 2011)



兵庫県南部地震では、10秒から15秒

・「揺れ」の継続時間2分半

マグニチュード9＝あらゆる意味で「ケタ違
い」

・断層の食い違いは平均で20-30m（最大で50m？）

兵庫県南部地震では、平均で2m

・断層の面積は400km（南北）X 200km（東西）

兵庫県南部地震では、40kmX13km

cf. 1995年兵庫県南部地震（M6.8）

（横浜市の面積とほぼ同じ）

（北海道の面積とほぼ同じ）

マグニチュード2の違い＝ほぼ全ての量が10倍！



そもそも、地震のマグニチュードはどのように定義されているのか？

歴史的には、揺れの原因が断層のずれ運動であることが分かるよりずっと前のこと

→地震計のデータから定義

防災科研「強震動の基礎」WEBテクスト



M(ẍ + l�̈) + D�̇ + Mg� = 0

共鳴周波数

1。地震動の速度に比例 
2。共鳴周波数にも大きく依存

!0 =
p

g/l

振り子の運動方程式

y = l✓

ÿ +
D

Ml
ẏ + !2

0y = �ẍ

地震計の原理

ẍ = a sin!t ならば、

地震計の振幅は



地震計の変位と実際の地震動の変位の関係

振り子型地震計の場合： Ä+
D

Ml
Ȧ+ !2

0A = �ü

!d := D/ML

固有振動数ω0の地震計の振幅は地震動の速度振幅に比例



震源の決定（大森公式）

ある地点（震源距離d）でのP波とS波のタイムラグを利用

3点のデータがあれば震源位置が分かる
その他各種の決定方法は宇津徳治「地震学」第6章を見よ

震源＝地震動の発生源

̶> ある点から震源までの距離が分かる

震央＝震源の地表投影点



世界最古の地震計(132年、張衡）

ある日、地動儀の設置場所からみて西北方向の地震の揺れを感知したが、人々は少し
の揺れも感じないことがあった。一部の人は地動儀の誤りを疑った。しかし数日後、
甘粛から急使が来て、地震の発生のことを報告した。このことがあって以来、地動儀
の正確性を疑うことはなくなったという。

(wikipedia「 張衡 」より。要出典？）



N

S

EW

P波の初動成分から震源が分かることを利用（？）

押し引きの判定は上下成分を見ればよい

引きならば下向き、押しならば上向き

(震源)

P波初動は「押し」「引き」の両方あり得る

「押し」の場合、玉は震源方向に落ちる 
「引き」の場合は、玉は震源と反対方向へ落ちる



参考：震度の定義

・加速度計によって計測した三成分合成加速度の絶対値を使う

・加速度がA以上になっている時間が0.3秒となるようなAを探す

・揺れの強さの尺度。昔はその都度人間の主観で決めていた。

(計測震度)

震度階級 　計　測　震　度　 震度階級 　計　測　震　度　

0 0.5未満 ５弱 4.5以上5.0未満

1 0.5以上1.5未満 ５強 5.0以上5.5未満

2 1.5以上2.5未満 ６弱 5.5以上6.0未満

3 2.5以上3.5未満 ６強 6.0以上6.5未満

4 3.5以上4.5未満 7 6.5以上

・震動の強さは場所によって異なる 
・一回の地震そのものの大きさを表す量にはなり得ない

(気象庁）



定量化が科学を進展させる好例

基本的アイディア＝「地震計の最大振幅」を利用

一回の地震そのものの大きさを単一量で表す＝マグニチュード

最大振幅は依然として震源からの距離に依存して場所ごとに異なる
̶> 震源からの距離に応じて補正する



例1. ローカルマグニチュード (Richter, 1935)
震央距離100kmに置かれたWood-Anderson型地震計（固有周期0.8秒）
の最大振幅A [μm]の常用対数

ML = log A + f(d)
f(d)：校正関数

今でもカリフォルニアの地震では使われている

d (km)  30    50  100  150  200   250   300   400    500   600 
f(d)    -0.9  -0.37  0    0.29  0.53  0.79  1.02   1.46   1.74  1.94

log A ~ 3 to 6 振幅はmm to m

magnitudeが１増えると地震計の振幅は10倍

校正関数に物理的意味はあまりない 
（波の種類を区別していない＆カリフォリニアの地殻に限定）

カリフォルニアは浅い地震が多いので、 
実際には表面波の寄与が大きく効いているはず



例2. 表面波マグニチュード (Gutenberg, 1945)

周期20秒の表面波の水平2成分の大きさA[μm], 震央距離d

Ms = log A + f(d) f(d)=校正関数

表面波は実体波より減衰しにくい 
̶> 浅い地震だと表面波が卓越しやすい 
̶>深い地震は実体波が卓越しやすい 
̶> 表面波Mは深い地震には使いにくい

表面波と実体波

比較的長い周期の波を使うので、割と大きな地震にも使いやすい（後述）



例3. 実体波マグニチュード (Gutenberg, 1945)

P波かS波の最大振幅A [μm]を周期Tで割った値の常用対数

mB = log(A/T ) + q(d, h)

校正関数（d＝震央距離；h=震源深さ）

地震計の周期による補正=A/T：実質的には速度振幅をとることに対応

（ただしTは数秒から10秒程度の狭い範囲）



ML = log A + f(d)

実際は、系統的にずれる！（波の減衰特性）

同じ値を与えるように補正項を設定したはず・・

地震計（揺れの振幅）で定義するマグニチュードの問題点（1）

mB = logAB � log T + q(d, h)

Ms = logAs + g(d)

必要条件は A / AB / As

A / A↵
B / A�

sつまり、

本当は非線形な補正項もある!（左辺にML2の項がある） 
̶> 地震波減衰の周波数依存性など様々な要因

ML ' ↵mB + const. ' �Ms + const.

̶> 地震計の振幅経由だといろいろと汚い世界に

もっともらしいが



地震計（揺れの振幅）で定義するマグニチュードの問題点（2）
大きい地震を正しく評価できない

アラスカ地震(1964)、チリ地震(1960)、カムチャッカ地震(1952)
などの超巨大地震のMsはいずれも8.2~8.3程度

昭和三陸地震(1933)、十勝沖地震(1952)などと同じになってしまう

なぜか？--> 大地震ほど地震波が低周波側にシフトする

もう少し定量的に言うと。。。

表面波マグニチュードMsは周期20秒の波を使うので比較的大きな 
地震まで使えるが、それでもM７くらいまでしか使えない



̶> ５月20日の講義で導出
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典型的な地震スペクトル
オメガ2乗モデル
(Aki, 1967; Brune, 1970)

Ms → 20 s

mB→ 1 s
M7程度で飽和

M5程度で飽和

帯域によっては線形性成り立たない
マグニチュードの飽和

Mwは飽和しない

ωcは地震波の特徴的タイムスケール

実は、ωcは断層サイズLに反比例：ωc ~ Vs / L　

|I(!)| ' C

!2 + !2
c

経験的に、

地震波（変位振幅）のスペクトル I(!) :=

����
Z

dtu(t)ei!t

����

̶> 断層が大きくなるとωcは小さくなる

例：M=8でωc ~ 0.01 [1/s]

周期100秒以上の地震計を 
使わないとM8は計れない
(振り子だとどれくらいの長さ？)

（次元解析から明らか）



同時に、震源からの距離Rに反比例すべき：C ∝ 1/R

̶>  次元解析的に、

̶>

十分長周期の波の振幅は断層サイズの3乗で増える

十分短周期の波の振幅は断層サイズの1乗で増える

I(!) ' C

!2 + !2
c

Cは速度の次元をもつ：C ∝ Vs

C ' VsL

R

I(0) ⇠ C

!2
c

⇠ L3

RVs
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典型的な地震スペクトル
オメガ2乗モデル
(Aki, 1967; Brune, 1970)

Ms → 20 s

mB→ 1 s
M7程度で飽和

M5程度で飽和

帯域によっては線形性成り立たない
マグニチュードの飽和

Mwは飽和しない

ω >> ωcで見ていると、Mが増えても波の振幅はあまり増えない

I(!) ⇠ C

!
/ L (ω >> ωc)

(ω << ωc)
Ms(周期20s)

ML(周期0.8s)



・しかし、固有周波数ωcは大きい地震ほど小さくなっていくので、 
どこかで必ず ω > ωc となってしまう

・ω << ωc ならばプラトー値を計れて、それは断層サイズL3に比例する

・だいたい普通の地震計のω（0.05~1Hz）だと、M7くらいで打ち止め

・できるだけ長周期の波を使いたい（地震波減衰の地域性を排除するためにも重要）

まとめ

・ω > ωcにおいてもω < ωcと同じ定義式を使っていると、Mを過小評価する

・そうなると、波の振幅はL3でなくLに比例するようになる 
（地震が大きくなっても地震計振幅は少ししか大きくならない）

小さい地震から大きい地震まで統一的に、物理的にもっと明快な形で 
マグニチュードを定義できればなあ・・・と思うのが自然

̶> モーメントマグニチュードの導入(Kanamori 1979)



マグニチュードと地震波エネルギーの関係
「放出される地震波の全エネルギーで地震のマグニチュードを決められたら物理的だな」

単位体積あたりの地震動エネルギー

energy flux

指向性を無視して、震源距離Rの全球面で積分

地震の継続時間Tで積分

=全放射エネルギーEs 

地震動を地震計で代用 （実体波）



マグニチュードと地震波エネルギーの関係

もう一つ経験則

放射エネルギーと表面波マグニチュードの関係

経験的換算

定数部分は4.8 
 (Gutenberg & Richter 1956)

経験的マグニチュードと地震波エネルギーの対応がつく

注意 
1. 実際には、mBとMsの換算はもっと複雑 
2. 継続時間Tの経験則は「放射エネルギーと断層長さの関係」と 
「断層長さの自己相似性」を使えば説明できる

mB ' 0.5Ms + const.

logEs ' Ms + log T + const.



地震モーメントM0

地震時にすべった断層面の「面積」「食い違い量」から定義する

M0 = 断層幅 X 断層長さ X 平均変位量 X 剛性率

Mo = G

Z

fault
dxdyD(x, y)

あるいは、



モーメントはエネルギー散逸と関係

剪断破壊では、破壊面に摩擦力が働く

摩擦で失われるエネルギー＝(摩擦応力)×(面積)×(すべり距離)

これはモーメントに比例

摩擦で散逸するエネルギー 
＋ 
地震波として放出されるエネルギー 
＝　解放される弾性ひずみエネルギー

実は、地震波エネルギーもモーメントに比例



モーメントとエネルギーの関係

滑り量

弾性応力σe
静止摩擦σs

動摩擦σd 弾性力による駆動と 
摩擦力によるブレーキの差で 
すべりが加速される

余剰エネルギーの大部分は地震波として散逸されると仮定

S = 断層面積

DDc

応力降下量

断層の微小面に働く応力の関係



弾性論（転位理論）による計算： （数因子は無視）

D/Lがモーメントに依存しないのなら、 
地震波エネルギーはモーメントに比例する！

（実は、実際にそうなっている）

J. D. Eshelby (1957). The determination of the elastic field of an ellipsoidal inclution and 
related problems. Proceedings of the Physical Society of London, Series A, 241, 376–396

この重要な関係式は、材料科学における「楕円状介在物」の応力状態に関する
Eshelby理論の応用として得られる



Dept. Earth Planetary Science - Earthquake Science Lab. 

7 

断層長䛥 L  
断層幅 W  
断層䛩䜉䜚 D 

面積 S ∝ L2 

破壊継続時間 T 
 

1次元䝇䜿䞊䝹䛜䛩䜉䛶比例䛩䜛䛺䜙相似形 

地震䝰䞊䝯䞁䝖 M0 = rigidity x DLW ∝ L3 

応力降下量 一定 

Kanamori & Anderson (1975, JGR) 

L ∝W ∝D ∝T 

破壊伝播速度 一定 
変位量が10倍になると、断層幅と長さもそれぞれほぼ10倍になる

変位量 D, 断層幅W, 断層長さLと書くと、

地震断層の自己相似性：経験則

L / W / D

Mo / LWD / L3

（大きい地震も小さい地震も、スケール変換すれば見分けがつかない）
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log(Vs/ωc)=logL

地震断層の自己相似性：データ1

D/L は地震の規模には依存しない

L / W / D

下の点線は、Δσ=0.1 MPa 
上の点線は、Δσ=10 MPa

10-5 < D/L < 10-3

ばらつきは断層の形状などに起因？ 
いずれにせよ、M0への系統的依存性はない



より、Es/Mo ~ D/2L. 
Ide & Beroza 2001

Es/Mo ~ D/L は地震の規模に依存しない

地震断層の自己相似性：データ2



モーメントと放射エネルギーの関係

D/LはM0に依存しない

放射エネルギーEsはモーメントM0に比例

に代入すると

表面波マグニチュードと地震モーメントの関係

Mw =
2
3

log10 M0 � 6.1 Kanamori (1979)

モーメントマグニチュードの導入

逆に、これを定義にすればいいのではないか？



もう一つ経験則

T / L

は自己相似性から自然に理解できる

（自己相似性）

地震の継続時間T = 断層破壊にかかる時間 L/Vr

Vr＝破壊伝播速度
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log(Vs/ωc)=logL

地震断層の自己相似性

D/Lは地震の規模には依存しない 
（だいたい10-4とか）

L / W / D

応力降下量も地震の規模には依存しない！

大きい地震でも小さい地震でも 
応力低下は同じオーダー 
（エネルギー低下は大地震ほど大きい）

より、



比例係数 は何で決まる？

観測からはDとLを独立に求められて、D/Lは10-4オーダーとかになる 
つまり、Δσ ~ 10-4G ~ 1MPaオーダー

Δσは静止摩擦と動摩擦の差くらい

̶> 摩擦の問題

摩擦実験では、静止摩擦係数0.8、動摩擦0.6とかが典型的

法線応力10MPaくらいならΔσ~1MPaだが。。。

理論的には、10km深くなると圧力250MPa上がる

実際には、断層の凸凹や障害物などのせいで、動摩擦レベルに落ちる前に 
止まってしまうと思われている。（オープン）



地震で失われる合計エネルギー

滑り量

弾性応力σe
静止摩擦σs

動摩擦σd

DDc

一方、摩擦で消費するエネルギーは

摩擦で失われるエネルギーも 
地震モーメントに比例

地震で失われる全エネルギーも地震モーメントに比例！



地震波放射エネルギー

自己相似性を仮定すると、Moに比例、L3に比例

「断層の単位面積あたりから放出される地震波エネルギーは、 
震源断層のサイズに比例して大きくなる」

地震断層の自己相似性から言える一つの非自明な結論



滑り量

静止摩擦σs

動摩擦σd

DDc

自己相似性に関するよく分からない問題

Dc ∝ Dか？

この部分を破壊で新たに作られる界面エネルギーと考えると、 
それは物性値だから、動力学で決まるDとは無関係に思える

地震波インバージョンによる推定では、どうもDc ∝ Dらしい

̶> 破壊界面エネルギーもLに比例することに
（詳細は来週）



マグニチュードを定義したことにより、 
地震の定量化が可能に 
̶> さらなる経験則の発見へ



大きな地震、小さな地震

M3＝日本内陸で起これば必ず検知できる下限 
断層面積0.15km　、変位量2cm

M12＝地球が真っ二つに割れたとき

Mマイナス3＝そこら辺の岩が壊れている時 
断層面積0.15m　、変位量20ミクロン2

2

M7＝兵庫県南部1995、鳥取県西部2000など 
断層面積1500km　、変位量2m2



ローカルマグニチュードの導入（Richter1935）

̶> 地震の大きさが定量化できれば、大きい地震と小さい地震が
どれくらいの頻度で起こるのか知りたくなるのは自然だろう

GutenbergとRichterはカリフォルニアの地震について、 
大きさごとの発生頻度を調べた

̶> Gutenberg-Richter則 (1944)



Gutenberg-Richter law

N(Mw > M) / 10�bM

N(Mo > I) / I�2b/3

probability distribution function

b~1 (typically 0.7 to 1.4)
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地震の発生頻度に関して普遍的に成り立つ二つの統計法則が本計画の主役である。これら法則に含
まれるパラメターは、時間空間について少なからぬ揺らぎを示すことが知られており、その揺らぎは
断層の力学的状態の変動を反映すると思われている。しかし断層における力学量は直接測定できない
ため、統計パラメターとの関係について定量的なことはこれまで何も分かっていない。本研究では、
岩石を破壊する実験を行い、応力などの力学量と統計パラメターの間に成り立つ定量的関係式の確立
を第一の目的とする。次に、次元解析と破壊力学モデルの解析を通じて、経験的法則のスケーリング
特性を明らかにし、実験室スケールと断層スケールをつなぐことが第二の目的である。

magnitude

lo
g
(n

u
m

b
er
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(small b)

(large b)

b = slope

図 1: Gutenberg-Richter則（上図）
において、b値はマグニチュード対数
頻度分布の傾きを表す。大森・宇津則
（下図）において、c値は余震発生率
がほぼ一定とみなせる時間領域を表
し、p値は減衰の傾きを表す。

1©　研究の学術的背景
地震は超巨大スケールの破壊現象であり、そのダイナミクス
は極めて複雑かつ多様である。とくに地殻における様々な（物
性的／構造地質学的な）不均一性は、破壊伝播および弾性波生
成ダイナミクスに大きな影響を与え、自然現象としての地震に
極めて豊かな多様性を与えている。
対照的に、地震の「発生頻度」に関する統計的性質は非常に
シンプルである。とくに「Gutenberg-Richter（GR）則」と「大
森・宇津則」と呼ばれる二つの法則は、世界中のどんな地域の
地震についても成立し、その意味できわめて普遍的である。GR

則は「マグニチュードM の地震の発生頻度が 10−bM に比例す
る」というもので、大森・宇津則は「余震の発生頻度が本震か
らの経過時間 τ に対して (τ +c)−pに比例して減少していく」と
いうものである（図 1）。ここで、bと pは 1程度の無次元数で、
cは数分から 100分程度の時定数であるが、 地域や時期によっ
てある程度の揺らぎを示す。
これらパラメターの揺らぎは地震の統計性を特徴づける重要
な指標と見なされている。とくに、大地震の発生前には b値が
低下することがしばしば観測されている。ただしそのような現
象について、背後にある物理過程に基づいた説明や理論がある
わけではない。しかも、大地震はレアイベントであり十分なサ
ンプル数がないので、統計学的検証も困難である。したがって
b値の低下を実際に観測したときに、それが大地震の先行現象
なのか、それとも単なる揺らぎなのかを判別できない。また、b

値だけでなく c値などの変動も併せて考えればより多くの情報
を得られるはずであるが、そのような系統的・総合的な研究は
これまでなされてはいない。
これらパラメターの物理的意味に関して重要な仮説が提出されたのは最近である：「ある地域におけ
る b値と c値はその地域の断層にかかる剪断応力に依存し、応力が上昇すると b値と c値は低下する」
[D. Schorlemmer et al. (2005) Nature; C. Narteau et al. (2009) Nature]. この仮説が真であれば、b

値と c値の変動から、ある地域の断層にかかる剪断応力の変動が分かることになる。しかし断層にか

44

Mw =
2

3
logMo + const.

（1944）

n(Mo)dMo / M�2b/3�1
o dMo

b < 1.5なら、解放するモーメント総量は最大サイズの地震で決まる



A / M2/3
o

N(A > S) / S�b

empirical relation

A: rupture area

pdf of ruptured area is power law
= no characteristic size

断層運動の自己相似性を認めるなら、

b < 1なら、地震で壊される断層面積の総和は、最大の地震が決める
b > 1なら、地震で壊される断層面積の総和は、最小の地震が決める

。。。「最小の地
震？」

b > 1.5なら、解放するモーメント総量は最小の地震が決める



Gutenberg-Richter 則はどこまで成り立つか？
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Self-organized criticality in a sheared granular stick-slip system

Fergal Dalton* and David Corcoran†
Physics Department, University of Limerick, Limerick, Ireland
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We present an analysis of results obtained from a mechanical apparatus consisting of an annular plate
shearing over a granular bed. The size, energy dissipation, and duration of slips in the system exhibit power-
law distributions and a 1/f 2 power spectrum, in accordance with self-organized criticality. We draw similarities
with earthquakes.

DOI: 10.1103/PhysRevE.63.061312 PACS number!s": 45.70.Ht, 05.65.!b, 91.30."f

Bak, Tang, and Wiesenfeld introduced the concept of self-
organized criticality !SOC" in the 1980s #1$, suggesting that
the theory was the underlying mechanism behind the wide-
spread scale invariance observed in diverse natural systems.
Computational models suggest that SOC is the underlying
mechanism behind systems such as forest fires #2$, earth-
quakes #3,4$, economics #5$, and evolution #6$, among oth-
ers. Jensen #7$ and Bak #8$ provide reviews.
Surprisingly, there are few laboratory experiments that

exhibit SOC. Frette et al. #9$ examined the occurrence of
avalanches in a one-dimensional rice pile. The results appear
consistent with SOC, an improvement over similar experi-
ments with sand #10$, where only small avalanches in a sand-
pile are power-law-dependent. Other experiments proposed
to exhibit SOC include stick-slip motion in the form of
weighted sandpaper pulled across a carpet #11$, droplet for-
mation #12$, and avalanche effects in superconductors #13$.
However, the short range over which scale-invariant behav-
ior is often observed raises questions as to whether SOC is
truly manifest in these experiments.
Another method available for studying the avalanche-type

effects intrinsic to SOC, which, to our knowledge, has not
previously been explored for this purpose, is to externally
shear a confined granular medium in a Couette geometry. A
number of recent notable studies have been conducted on the
physics of sheared granular media, including investigations
of friction #14$, phase transitions #15,16$, stress fluctuations
#17,18$, jamming states #19$, and dragging #20$. While the
physical cause of stress fluctuations has been explored, no
statistical analyses of these fluctuations have been made. Ob-
servations of the power spectra of these fluctuations typically
reveal 1/f 2 signatures. Such a signature is consistent with
SOC #21$; however, it may also be the result of a simple
sawtooth signal, or the high-frequency end of a Poisson pro-
cess #7$. To identify a critical state, temporal and spatial
quantities must exhibit power-law dependence #7$.
In this paper, we examine the statistics of stick-slip mo-

tion in a slowly sheared granular medium, including the size,
energy, and duration of events. We demonstrate that the sta-
tistics are consistent with scale-invariant behavior over sev-
eral decades, and suggest that their origin lies within a self-
organized critical process.

Our apparatus, shown in Fig. 1, consists of an annular
plate that is driven over the surface of a granular medium
!tapioca particles of diameter 5%d%2000 &m) in a stick-
slip fashion. The granular medium is confined to a circular
channel of width 80 mm and mean diameter 280 mm. The
plate is driven by the action of a motor via a torsion spring.
In this way, the motor winds the torsion spring, increasing
the torque !stress" on the plate. Ultimately, friction with the
medium can no longer sustain the applied stress, the medium
gives way, and the plate spins. A 5 mm gap is allowed at
either edge of the plate to prevent contact with the channel
walls. We measure the rotation of the drive axle above and
below the torsion spring using rotary encoders, with a reso-
lution of 1.3 arc min. The encoders are polled at 1 kHz and
their states are stored for subsequent analysis. While this
paper considers only the statistical behavior of the system
over large periods of time, scan rates up to 10 kHz will
permit the future study of individual events.
The torsion spring is manufactured from 3-mm-diam steel

wire to BS5216 !III". This yields a deformation torque of

*Email address: fergal.dalton@ul.ie
†Email address: david.corcoran@ul.ie.

FIG. 1. Schematic of the apparatus. An annular plate rotates
over a granular medium in a stick-slip fashion.
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approximately 3250 N mm. The torsion spring used has nine
coils, giving a maximum deflection of 180° and a rate of
18 N mm/deg. Using results from preliminary experiments
!and several broken torsion springs", we estimate that the
medium can subtend a maximum torque of approximately
2300 N mm, well within the spring’s elastic limit.
Paper walls are attached to the plate to prevent particles

from climbing on top, and a layer of tapioca is glued onto the
plate to ensure a granular shearing plane. The torsion spring
can be wound at a rate of (0.4°#$#32°)sec!1. The largest
tapioca particles subtend approximately 0.8° to the central
axle. Before each experiment, we reset the medium by comb-
ing it to its maximum depth !approximately 30 mm". The
surface is then leveled and the plate is placed on top. This
initialization process will compress the medium to a volume
fraction greater than that of the steady state. As the stress
builds up, the force exerted by the central axle on the plate is
sufficient to hold the plate at a constant height, providing a
constant volume for the medium. However, the medium may
partially dilate through the gap between plate and channel
walls, though such dilation would be quite limited. In this
paper, we present the results of an experiment where the
torsion spring is driven at 0.4° sec!1. The system is similar
to that of Miller et al. %17&, though our plate is driven via a
torsion spring, and the plate is not free to move vertically.
That the system evolves to a statistically stationary state is

well demonstrated by Fig. 2, inset !a", showing the evolution
of the deflection of the torsion spring for the entire experi-
ment. It is clear that the deflection, initially zero, rises to 80°
and fluctuates about that value for the remainder of the ex-
periment.
Figure 2 shows the deflection of the torsion spring as it

varies in time. The most striking behavior observed is stick-
slip motion. As seen, events can occur spontaneously, or
immediately following a build-up period. The normal behav-
ior of the device consists of such events over all scales. Fig-
ure 2, inset !b" shows the occurrence of a large event. Here
we see that the torsion spring slowly winds up until the plate
is no longer stable and undergoes slip, thus rapidly reducing
the deflection.
Note that, for approximately 54% of its motion, the de-

vice is observed to exhibit steady sliding at the driving ve-
locity. This occurs when the constant force from the motor is
just sufficient to keep the medium fluidized, without being
sufficient to accelerate the plate. We do not identify this
continual sliding with the more intermittent behavior of slip
events, and it is eliminated from the analyses below. Thomp-
son and Grest %15& observe intermittent periods of uniform
sliding within the stick-slip motion of their similar system.
The statistical analyses involve computing the probability

density distribution of three event parameters: size S (°),
computed as the angle through which the top plate moves,
energy dissipation E !mJ", computed as the amount of energy
the torsion spring loses by unwinding, and duration D (sec),
as shown in Fig. 3. Here we see that an event has size S with
probability p(S)'S!(, ("1.94#0.03, dissipates energy E
with power-law exponent )"1.88#0.04, and has duration D
with power-law exponent *"2.08#0.04. The fluctuations
observed on these graphs at small values of the ordinate are
due to the discrete nature of the measurement system.
In Fig. 4, the power spectrum of the deflection of various

torsion springs is shown. For the experiment discussed in
this paper !middle curve", the power spectrum is best fitted
by a power law of slope +"2.02#0.03 over five decades.

FIG. 2. The deflection of the torsion spring as a function of
time. Fluctuations at all scales are seen. Inset !a" shows the initial
wind-up to the stationary state on log-log axes, and inset !b" shows
the slow wind-up to a rapid large event.

FIG. 3. The probability density distribution of event sizes, en-
ergies, and durations. The best-fit lines are shown with slopes
("1.94, )"1.88, *"2.08. The data are scaled vertically for clar-
ity.

FIG. 4. The power spectrum of the deflection of the torsion
spring, for torsion springs of various maximum deflection. The dot-
ted line is the best fit to the 180° spring, with slope +"2.02
#0.03.
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Basin of attraction of a bounded self-organized critical state
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The robustness of the self-organized critical !SOC" state observed in the motion of an annular plate rotating
over a granular medium is studied in this paper. In particular, we investigate the effect of parameters to which
the emergent SOC state may be sensitive, including the initialization scheme, driving velocity, and confining
pressure. The results indicate that the critical state is not a universal attractor, but has a finite basin of attraction.
Furthermore, this state is only one of the three observed, which compare well with subcritical, critical, and
supercritical states. The results call into question the precise definition of the term ‘‘self-organized criticality,’’
an issue we address.
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INTRODUCTION

In the theory of self-organized criticality !SOC", intro-
duced by Bak, Tang, and Wiesenfeld !BTW" in the late
1980s #1$, it is suggested that certain classes of spatially
extended systems are inherently attracted to a critical state,
thereby explaining the scale invariance observed in diverse
natural systems. We have designed and implemented a me-
chanical apparatus that allows us to observe and record the
stick-slip motion of an annular plate over a granular tapioca
bed. The system is driven slowly by a motor via a torsion
spring. In this way, the torque on the annular plate builds up
until a frictional threshold is exceeded, at which point a slip
event occurs.
We have previously introduced the background for this

research, and have concluded that SOC is present in the sys-
tem’s dynamics #2,3$. To understand the mechanical origin of
the SOC state, we considered the second-order phase transi-
tion observed in the shear modulus of a compressed granular
medium #4,5$. At this point, the coordination number !the
average number of contacts per grain" has been observed to
obey a first-order transition when free of gravity, and we
suggested that this may change to a second-order transition
under the influence of gravity. This transition point is consis-
tent with long-range order spontaneously occurring along
connected chains of particles !i.e., ‘‘stress chains’’" #6,7$,
even though grains normally interact only with neighboring
grains. Though this transition point occurs only at a ‘‘criti-
cal’’ volume fraction #4$, our system can automatically move
to this volume fraction by dilating into the gap between the
annular plate and the channel walls. The power-law distribu-
tion of events macroscopically observed by us is the system’s
response to the slow driving. That this occurs under nonspe-
cific conditions !i.e., the medium is randomized and leveled,
and the annular plate is placed on top" suggests that this
complexity is self-organized.
The focus of this paper is to establish any limits of the

emergent SOC state with respect to variations in the system’s
operating parameters. The results presented in this paper are

typical of the set of experiments to which each result per-
tains. The effect of the following variables has been studied:
initialization scheme; driving rate; and external confining
pressure.

SYSTEM STATES

In general, three states or modes of operation may be
distinguished. We denote these three states as low (L), me-
dium (M ), and high (H), according to the steady-state
torque exerted by the torsion spring, shown in Fig. 1. The
nature of the variation in the torque also changes between the
states. For state L, the torque remains almost steady with
only small fluctuations, whereas for states M and H, the
torque can vary over a significant range. In state H, the de-
vice is also subject to recurrent large events.
The event size distributions for the three states are shown

in Fig. 2. State L obeys a power-law distribution with a cut-
off of S0%1°, state M a power-law distribution P(S)
%S"&, &!1.9 with a cutoff of S0%20°, and state H also
obeys a power law but with a lognormal surplus of large
events centered at approximately 34 °.
The event energy and duration distributions obey similar

patterns though each are subject to oscillations that are due

*Email address: fergal.dalton@ul.ie
†Email address: david.corcoran@ul.ie

FIG. 1. Torque as a function of time for states L, M, and H. The
three experiments clearly demonstrate qualitatively different stick-
slip motion.
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-12 < M < -10

Gutenberg-Richter 則はどこまで成り立つか？



これら、スケールが全く異なる「地震」のGR則は、 
一直線に乗せられるものか？同じメカニズムなのか？

地震に最小スケールは存在するのか？

b~1 (typically 0.7 to 1.4)

cf. グリフィス理論 ̶> 最小スケールの亀裂



b値のバラつき？
Gutenberg-Richterらはまず地域性を調べた（1949）

海嶺で大きい。大陸内部で小さい。

（宮村1962）



（防災科研のWEBより）

（Wikipediaの画像）



b値の地域性？
もう少しローカルに見ていくと・・・

・火山性地震、とくに火道下部数百メートル程度の浅いものでは
b値は2を上回ることもある。

・深さ依存性は無いようにみえる。

・大地震の前に小さくなることがある。（統計的には？）

そもそも大地震は少ないので統計的有意性を示すのは困難 
室内実験からの示唆はある（後述）



・b値が時空に関して揺らぐとすると、GR自体が成立しなくなる

N1(M) + N2(M) � 10�b1M + 10�b2M �= 10�bM

・地域性が分かったところで物理的理解には結びつかない

（とりあえずそれを調べるしか無いというのはある）

真のベキ則ではなく、見かけのもの？



大地震の前のb値低下の一例
b decreases just before the Tohoku M9.0 earthquake

 

(K. Nanjo et al., submitted)

however, such decrease is not always observed ...



室内実験からの示唆

・もちろん、地震そのものではない

・ただし微小破壊活動を見ればGRや大森則などを示す

・地震がスケールフリーならば、ごく微小な地震とも見れるのでは？

・「箱庭」的思想？

・地震は実験出来ないのが難しい。。。

・とりあえず似たような現象を再現してみようという立場はあり得る





b値は応力の減少関数？



b値は亀裂の連結性？





応力一定でもb値変わる



実は、本質的に同じことを石本と飯田が先(1939)に発見していた

「地震計の最大振幅Aがベキ的に分布」

ML = log A + f(d) を考えれば、本質的に同じこと

1。ただし、彼らの論文は日本語だった
石本巳四雄 ・飯田汲事, 1939, 微動計による地震観測(一), 震研彙報. 17, 443~478.

2。激動の世界情勢

欧州：独ソ不可侵条約、ドイツとソ連のポーランド侵攻 
国際：ノモンハン事件（国連脱退は1933年） 
国内：男子の長髪禁止、白米禁止令、石油・石炭配給制、東大平賀事件

3。Gutenberg-Richter則の発表は太平洋戦争のまっ最中



もう一つ、地震の普遍的性質：余震

Are the statistical parameters controlled by geology ?

loading rate / seismic cyclelog (N ) = a − bM

Λ(t) =
K

(c + t)p

(quiescent)

- apparent correlation in time-series

--> aftershocks
large event triggers many smaller events



大森・宇津則

Common dependence on stress for the statistics of granular avalanches and
earthquakes

Takahiro Hatano
Earthquake Research Institute, University of Tokyo, 113-0032 Tokyo, Japan

Clément Narteau
Institut de Physique du Globe de Paris, Sorbonne Paris Cité, Univ Paris Diderot,

UMR 7154 CNRS, 1 rue Jussieu, 75238 Paris, Cedex 05, France

Peter Shebalin
International Institute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics,

Warshavskoye shosse, 79, korp 2, Moscow 113556, Russia

The statistical properties of avalanches in a dissipative particulate system under slow shear are
investigated using molecular dynamics simulations. It is found that the magnitude-frequency dis-
tribution obeys the Gutenberg-Richter law only in the proximity of a critical density and that the
exponent is sensitive to the minute changes in density. It is also found that aftershocks occur in this
system with a decay rate that follows the Modified Omori law. We show that the exponent of the
magnitude-frequency distribution and the time constant of the Modified Omori law are decreasing
functions of the shear stress. The dependences of these two parameters on shear stress coincide with
recent seismological observations [D. Schorlemmer et al. Nature 437, 539 (2005); C. Narteau et al.
Nature 462, 642 (2009)].

Individual earthquakes may be regarded as large scale
ruptures involving a wide range of structural and compo-
sitional heterogeneities in the crust. However, the statis-
tical properties of a population of earthquakes are often
described by simple power-laws. Among them, two laws
are ubiquitous and occupy a central position in statistical
seismology: the Gutenberg-Richter (GR) law [1] and the
Modified Omori law (MOL) [2, 3]. The GR law describes
the earthquake magnitude-frequency distribution

P (Mw) ∝ 10−bMw , (1)

where Mw is the moment magnitude and b a constant
with a value around 1 along active fault zones. The MOL
describes the aftershock occurrence rate

n(t) ∝ (t+ c)−p, (2)

where t is the elapsed time from the triggering event (the
so-called mainshock), p a positive non-dimensional con-
stant with a typical value of 1, and c is a time constant.
The parameters in these two laws are believed to bear
some information on the physical state of the crust. In-
deed, Schorlemmer et al. find that the b-value of the
GR law is decreasing going from normal (extension) over
strike-slip (shear) to thrust (compression) earthquakes
[4]. Narteau et al. also find that the time constant c
in the MOL has the same dependence on the faulting
mechanism [5]. These two observations indicate that,
under a simple assumption, b and c are decreasing func-
tions of shear stress. Although the underlying mechanism
needs further investigation, this may reflect a common
time-dependent behavior of fracturing in rocks during the
propagation of earthquake ruptures and the nucleation of
aftershocks.

Because the shear stress along an active fault is not
directly measurable, a solution to address stress depen-
dences in earthquake statistics is to analyze models that
implement a restricted set of physical processes. There
are indeed many models that resemble seismicity, ranging
from rock fracture experiments [6–8] to computer simu-
lations on cellular automata [9]. Among them, sheared
granular media [10–14] fit our purpose perfectly because
it is a simple representation of a granular fault gouge for
which both the energy and the stress can be easily de-
fined. Here, we perform numerical simulations showing
that, as for real seismicity, avalanches in sheared granu-
lar matter obeys the GR law and the MOL with b and c-
values which are decreasing functions of the shear stress.

Our granular system is made of frictionless spheres
with diameters of d and 0.7d (the ratio of populations
is 1 : 1). For the sake of simplicity, we assume that
the mass M of these particles are the same. We limit
ourselves to a rather small-size system (N = 1500) for
computational efficiency. Using the radius and the po-
sition of particle i, which are denoted by Ri and ri, re-
spectively, the force between particles i and j is writ-
ten as Fij = [khij − ζnij · ṙij ]nij . Here rij = ri − rj ,
nij = rij/|rij |, and hij = (Ri +Rj)− |rij | is the overlap
length. If Ri+Rj < |rij |, particles i and j are not in con-
tact so that the force vanishes. Throughout this study,
we adopt the units in which d = 1, M = 1, and k = 1.
We choose ζ = 2.0, which corresponds to the vanishing
coefficient of restitution. A constant shear rate γ̇ is ap-
plied to the system through the Lees-Edwards boundary
conditions [15]. Note that under these boundary condi-
tions the system volume is constant. Thus, the important
parameters are the shear rate γ̇ and the packing fraction
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岩手県鬼首地域における余震発生頻度。
1996 年 8 月 11 日にやや大きめ(M5~6 程度)

の地震が立て続けに三つ発生した.ここで
はその後 9 月 30 日までの地震発生率を
とっている.実線は大森則で、p = 1.4, c = 

6×104 (s) としたもの. 

大森・宇津則



・指数pは下限マグニチュードに依存しない

いくつかの性質（余震）

・つまり余震のb値は時間依存しない 
（いつでも大きい余震が起こりうる）

・p値と本震のマグニチュードは相関無し

・一つの本震に対して複数の余震域を定義し、その領域ごとに
p値やb値が異なるという話もあるが、指数の異なる大森則の

重ね合わせは大森則にならないという問題。



余震と前震



いくつかの性質（前震）

・逆大森則が成立することがある（？）

# of foreshocks per unit time at time t

n(t) � (t0 � t + c)�p

（前震に対するb値）＜（余震に対するb値）

・前震についてもGRが成立

・詳しい話は5月6日の講義で

̶> 地震予知に使えるのでは？


